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ABSTRACT

The objective of this paper is to discuss the existence of limits to the possibility
of modeling human behavior by formal system or computational algorithms. More spe-
cifically, in this paper we discuss the impossibility of completely modeling by algo-
rithms or formal theories the human capability of establishing the truth of fist order
arithmetical formula. The answer exposed here is based on a new analysis of the conse-
quences of Gddel's First Incompleteness Theorem and we show here why and how this
Theorem implies the impossibility of this modeling.

RESUMO

O objetivo deste artigo €é discutir sobre a existéncia de limites para a possibilida-
de de modelagem do comportamento humano por sistemas formais ou algoritmos com-
putacionais. Mais especificamente, o0 artigo trata da impossibilidade de modelagem
completa por algoritmos ou teorias formais da capacidade humana de estabelecer a ve-
racidade de férmulas da aritmética de primeira ordem. A resposta aqui apresentada, ba-
seada em uma nova andlise feita a partir do Primeiro Teorema da Incompletude de
Godel, busca apresentar 0 porqué e como esse teorema implica na impossibilidade de
construcdo de tal modelagem.

1. INTRODUCAO

Conhece-te a ti mesmo!

Podemos expressar por teorias formais, ou modelar por algoritmos, de forma
completa, a capacidade humana de identificar verdades aritméticas? Alguns autores,
como Lucas (1961) e Penrose (1989 e 1995), insistem que a resposta a essa questao é
negativa. Penrose (1989 e 1995) busca argumentar a ndo mecanicidade do pensar hu-
mano, a partir de uma extensa analise do Problema da Parada. Lucas (1961) busca mos-
trar a impossibilidade de se simular a capacidade humana de reconhecimento de verda-
des aritméticas, ndo de forma direta, mas a partir de um “esquema de refutacdo”: dado
um programa computacional qualquer que avalie verdades da aritmética tal como os
seres humanos conseguiriam fazer, Lucas mostra como se pode utilizar o Primeiro Teo-

! Este artigo corresponde a parte dos resultados da Tese de Doutorado Incompletude e Auto-
Organizacgdo: Sobre a Determinacdo de Verdades Logicas e Matematicas do primeiro autor, sob a orien-
tacdo do segundo, defendida no Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas da UNICAMP, em dezembro
de 2003.



rema de Godel para se exibir uma formula que deveria ser reconhecida como verdadei-
ra, mas nao estaria dentro desse modelo. Porém, sera que podemos apresentar, de forma
mais resumida que a de Penrose (1989 e 1995) e de uma forma mais direta que a de Lu-
cas (1961), uma resposta a questdo inicial? E o que buscamos desenvolver no presente
trabalho.

A perspectiva aqui adotada é a de um tedrico que visa descrever por algoritmos
ou teorias formais a capacidade cognitiva humana, a quem a questdo inicial necessaria-
mente se coloca. Trata-se, assim, da analise de algumas das formas em que se apresenta
a capacidade humana de verificagdo de férmulas da aritmética de primeira ordem?, a
partir de uma analise epistemoldgica e metamatematica, e de se saber se essa forma po-
de ser expressa por uma teoria formalizada ou modelada por um algoritmo.

A primeira dificuldade para se responder a questdo proposta é a de se definir o
que seja a capacidade humana de verificacdo de uma formula da aritmética de primeira
ordem. Podemos, de inicio, admitir que a questdo surge no ambito da Ldgica Matemati-
ca, ou mais exatamente, da Metamatematica, ja que € nesse contexto em que sdo defini-
das as teorias aritméticas de primeira ordem. Nesse caso, temos uma definicdo precisa
do que seja a veracidade de uma férmula, introduzida rigorosamente por Tarski (em
1936-7, cf. traducdo em 1983) e utilizada comumente nos livros introdutérios de Légica
Matematica. Entretanto, ndo temos, a primeira vista, uma definicdo do que seja a capa-
cidade humana de reconhecimento da veracidade, segundo a defini¢do tarskiana, de
uma férmula da aritmética de primeira ordem.

Por outro lado, para o tedrico que se coloca a questdo do que seja o reconheci-
mento da veracidade de uma férmula da aritmética de primeira ordem, a questdo pode
ser analisada a partir de casos em que se consegue, em principio, determinar o valor de
verdade das formulas. Por exemplo, em principio, o tedrico sabe que se poderia deter-
minar a veracidade de qualquer férmula fechada livre de quantificadores: basta fazer o
calculo estabelecido pelas fungdes sucessor, adicdo e multiplicagdo sobre os termos aos
quais elas se aplicam, caso as funcdes aparecam na formula dada, e verificar a igualdade
do resultado desses célculos.

Notemos que a consideracdo da capacidade humana de verificacdo de formulas
da aritmética de primeira ordem, tomada em principio, exclui as limita¢cGes de memoria
e de tempo para se realizar a verificacdo, pois, como se estd buscando expressar essa
capacidade por teorias formais ou por algoritmos computacionais, podemos supor haver
tanto espaco e tempo quanto o necessario, como se supde ocorrer na execucdo ideal de
um programa ou na deducdo ideal de teoremas de teorias. A posi¢do aqui é clara: como
se trata de averiguar se, em principio, € possivel uma modelagem da capacidade humana
de verificagdo de férmulas, como, em principio, ndo existe um limite méximo de passos
para todas as demonstragfes em uma teoria e como, também, em principio, uma ma-
quina de Turing ideal pode executar um algoritmo tendo tanta memaria e tempo quanto
precisar (cf. Turing, 1965), entdo assumiremos que, em principio, dispomos de tanta
memoria e tempo quanto precisarmos para averiguar a veracidade de uma formula.

Assim, o contexto, em que se coloca a reflexdo sobre a capacidade humana de se
estabelecer verdades da aritmética de primeira ordem e de sua comparagdo com as pos-
sibilidades de deducdo em um sistema formal ou com as possibilidades permitidas por
algoritmos, é o contexto metamatematico, no qual o Primeiro Teorema da Incompletude

2 Entendemos, neste trabalho, que uma férmula da aritmética de primeira ordem é uma férmula
da linguagem da aritmética de primeira ordem cujos simbolos nédo-14gicos sdo: a constante O (que repre-
senta o zero); o simbolo de fungdo unério S (que representa a funcao sucessor); os simbolos de funcéo
binarios + e . (representando as operac@es soma e multiplicacdo); e os predicados binarios < e = (repre-
sentando a relacdo menor que e a igualdade). Para detalhes, cf. Tassinari 2003, pp.36-37.



de Godel constitui um dos resultados mais importantes. De uma forma geral, trata-se do
como se faz Matematica, ou melhor, uma pequena parte dela, a que se expressa na lin-
guagem da aritmética de primeira ordem. E, portanto, a partir de analises epistemoldgi-
cas e metamatematicas sobre as implicagdes do Primeiro Teorema de Godel para o fa-
zer Matematica, que os argumentos godelianos, aqui apresentados, sdo utilizados para
buscar mostrar que maquinas de Turing ndo podem fazer Matematica como (pelo menos
alguns) seres humanos o fazem, ou ainda, que existe algo no fazer Matematica que néo
€ mecénico no sentido de Turing.

_ 2. A IMPOSSIBILIDADE DE TEORIAS FORMAIS COMPLETAS EM RE-
LACAO AO RECONHECIMENTO DE VERDADES DA ARITMETICA DE PRI-
MEIRA ORDEM.

Note that the results mentioned in this
postscript do not establish any bounds for the pow-
ers of human reason, but rather for the potentialities
of pure formalism in mathematics.’

Godel (1965, pp. 72-73)

Em um primeiro momento, podemos tentar verificar se se pode construir uma
teoria formal T de primeira ordem cujos teoremas sejam exatamente as formulas que
podem ser reconhecidas, em principio, por seres humanos, como verdadeiras, no Mode-
lo Padrdo dos Numeros Naturais.* Para simplificar a exposicdo, consideremos a seguinte
convencao.

Convencio de Notacido. Se A é uma formula da aritmética de primeira ordem,
denotamos por y(A) o fato da formula A ser verdadeira no Modelo Padrdo dos Nume-
ros Naturais e poder ser reconhecida como tal, em principio, por um légico ou matema-
tico.

Notemos, entdo, que “y” denota um predicado unario da Metamatematica. Além
disso, admitimos que y é um predicado parcial, ou seja, ndo precisa estar definido para
toda formula A da linguagem da aritmética de primeira ordem, o que equivale a dizer
gue ndo consideramos ser obrigatorio o reconhecimento da veracidade ou falsidade de
todas as formulas da aritmética de primeira ordem.

Consideremos, entdo, a seguinte versdo do Metateorema da Incompletude de
Godel:

Metateorema de Godel. Se T é uma teoria formal axiomatica consistente dos
ndmeros naturais, cuja linguagem é uma extensdo da linguagem da aritmética de primei-
ra ordem e na qual as funcGes recursivas s@o representaveis, entdo existe e se pode exi-
bir uma férmula Gt de primeira ordem tal que:

(1) Gt é verdadeira no Modelo Padrdo dos NUmeros Naturais;

(2) Gt ndo é teorema de T.

Notemos que a férmula Gy tem a forma:®

® Notemos que os resultados mencionados neste pés-escrito ndo estabelecem qualquer fronteira
para os poderes da razdo humana, mas antes para as potencialidades do puro formalismo em matematica.

* O Modelo Padr&o dos Nimeros Naturais é a estrutura para a linguagem aritmética de primeira
ordem cujo dominio sdo 0s nimeros naturais e na qual os simbolos 0, S, +, ., < e = sdo interpretados da
forma usual.

> Conservaremos, aqui, os simbolos usados por Gédel (1965), cujo significado é indicado a se-
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HV[NB(Va S(W’ W))]

na qual IT é o quantificador universal, v e w sdo variaveis individuais, B ¢ um simbolo
de predicado binario e S é um simbolo de fungdo binaria que designam, respectivamen-

te, a relacdo JB recursiva primitiva e a funcéo y recursiva primitiva, definidas em Godel
(1965) e das quais falaremos mais adiante. Assim, Gt é uma formula de primeira or-

dem. Notemos que, tal como sdo definidas, #8 é uma relagéo entre nlimeros naturais € y
é uma funcdo de pares de nimeros em numeros (e ndo uma relagcdo entre formulas e
uma funcdo de pares de formulas em formulas, respectivamente, como alguns costu-
mam erroneamente pensar), definidas através de composicéo e recursao primitiva das
funcBes constantes, projecdes e sucessor.

Na demonstracdo do teorema, Godel mostra: (1) que a cada férmula se pode as-
sociar um numero, hoje chamado nimero de Gddel da formula; (2) que a cada seqlién-
cia de formulas se pode também associar um numero, hoje chamado de nimero de

Godel da seqiiéncia de formulas; (3) que a relagdo 3B recursiva primitiva, designada no

sistema formal por B, é tal que JB(x, y) ocorre entre 0s nlmeros X € y se, e somente se, X
é 0 nimero da sequéncia de férmulas que constitui uma demonstragdo da formula cujo
namero € y; e (4) que a funcdo recursiva primitiva vy, designada no sistema por S, é tal
que, dados dois numeros X e Yy, seu resultado y(X, y) € o nimero de Gddel da formula
que resulta de se substituir, na formula de nimero x, todas ocorréncias livres da variavel
w pelo termo que é o numeral que representa 0 nimero y.

A partir dai, denotando por z, o numeral, no sistema formal, que representa o
namero p, introduzido a seguir, Godel (1965, p 60) conclui:

Seja U(w) a formula TIv[~B(v, S(w, w))] e seja p o nimero de U(w).
Assim, U(z,) é a formula que resulta de substituirmos todas ocorrén-
cias livres de w por z,, na formula cujo nimero € p, e, entéo, tem o
namero y(p, p). Assim, se U(z,) € demonstravel, existe um k tal que
kBy(p, p). Mas, desde que S(u, v) representa y(p, p) e B(u, V) repre-
senta xBy, segue que B( z, S(Zp, 2,)) € demonstravel. E uma proprie-
dade de nosso sistema, também, que, se IT v F(v) é demonstravel, en-
tdo F(z)) é demonstravel para todo I; consequentemente, se U(z,) é
demonstravel, ~B(zx, S(zp, Zp)), bem como B(zx, S(zp, z)), € demons-
travel, e o sistema contém uma contradi¢do. Portanto, concluimos que
U(z,) néo pode ser demonstrado a menos que o sistema contenha uma
contradicdo.

Interpretando a formula de Godel TIv[~B(v, S(w, w))], temos que TTv[~B(v, S(w,
w))] ocorre se, e somente se, ndo existe um nimero de Godel k tal que kBy(p, p), o que
equivale a afirmar que ndo existe demonstracdo, no sistema formal considerado, da for-
mula de nimero de Gddel p. Ora, mas essa formula é a propria formula de Gdodel
IIv[~B(v, S(w, w))], assim, se o sistema for consistente, sua veracidade equivale a sua
indemonstrabilidade no sistema. Logo, se o sistema é consistente, a formula de Godel é
verdadeira e indemonstravel no sistema.

De nossa compreensdo dessa demonstracdo do Primeiro Teorema de Godel, po-
demos dizer que, em principio, se conseguimos reconhecer que uma teoria T é consis-
tente, entdo conseguimos reconhecer que a formula de Godel Gy é verdadeira.

guir.



Por outro lado, por um resultado simples da Teoria de Modelos, temos que se
uma teoria T tem modelo, i.e., se seus axiomas sao verdadeiros em uma estrutura para a
linguagem de T, entdo T é consistente. Ora, por esse resultado, temos que, se reconhe-
cemos que os axiomas de uma teoria aritmética T s@o verdadeiros no Modelo Padréo
dos Numeros Naturais, entdo reconhecemos que T € consistente. Assim, combinando
esse resultado com a analise da demonstracdo do Primeiro Teorema de Gédel feita aci-
ma, temos que, se reconhecemos que todo axioma A de uma teoria aritmética T € ver-
dadeiro no Modelo Padréo dos Numeros Naturais, i.e., y(A), entdo reconhecemos que T
é consistente e, dai, reconhecemos que Gt é verdadeira no Modelo Padrdo dos NUmeros
Naturais, i.e. y(Gr).

Podemos entdo admitir que, em relagéo ao problema principal desta secdo, que
consiste em exibir uma teoria axioméatica T cujos teoremas sdo todas as férmulas que
reconhecemos como verdadeiras, a capacidade humana de reconhecer verdades aritmé-
tica, representadada pelo predicado v, segue 0 seguinte principio.

Principio de Godel-Auto-Superacio. Dada uma teoria T axiomatica sobre 0s
numeros naturais, cuja linguagem seja uma extensdo da linguagem da aritmética de
primeira ordem, na qual as funcGes recursivas sdo representaveis e tal que y(A) para
todo axioma A de T, entdo existe e podemos, em principio, exibir uma féormula Gt de
primeira ordem tal que:

(1) w(Gr);
(2) Gt ndo é teorema de T.

Desse principio segue, entdo, a resposta a nossa questao inicial.

Conseqiiéncia 1 do Principio de Godel-Auto-Superacio. Ndo existe uma teo-
ria T axiomatica sobre os nimeros naturais, cuja linguagem seja uma extensdo da lin-
guagem da aritmetica de primeira ordem, na qual as func@es recursivas sdo representa-
veis e tal que y(A) se, e somente se, A é teorema de T; ou seja, tal que os teoremas de T
sejam todas as férmulas que reconhecemos como verdadeiras no Modelo Padrdo dos
NUmeros Naturais.

Com efeito, se houvesse uma teoria T nessas condicOes, entdo, pelo Principio de
Godel-Auto-Superagdo, existiria uma formula G, tal que y(Gr), que ndo seria teorema
de T, o que contradiz a nossa hipotese inicial de que T satisfaz as condi¢des da assercéo
acima.

3. A IMPOSSIBILIDADE DE ALGORITMOS QUE SIMULEM COMPLE-
TAMENTE O RECONHECIMENTO DE VERDADES DA ARITMETICA DE PRI-
MEIRA ORDEM.

We now define the notion, already discussed, of an effectively calculable
function of positive integers by identifying it with the notion of a recursive function
of positive integers (or of a A-definable function of positive integers). This definition
is thought to be justified by the considerations which follow, so far as positive justi-
fication can ever be obtained for the selection of a formal definition to correspond to
an intuitive notion.®

® Definimos agora a nocao, ja discutida, de uma funcéo efetivamente calculavel de inteiros posi-
tivos, identificando-a com a nocdo de funcdo recursiva de inteiros positivos (ou de funcdo A-definivel de
inteiros positivos). Essa definicdo é pensada para ser justificada pelas consideracfes que seguem, tanto
quanto justificacfes positivas podem ser obtidas pela selecdo de uma definicdo formal para corresponder
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Church (1965, p.100)

Podemos agora estudar as implicacGes da Conseqliéncia 1 quanto a existéncia de
um algoritmo executavel por uma maquina de Turing que simule completamente o re-
conhecimento humano da verdade de formulas aritméticas de primeira ordem no Mode-
lo Padrdo dos NUmeros Naturais.

Primeiramente, lembremos que existe uma maquina de Turing que calcula o re-
sultado da aplicacdo de um predicado se, e somente se, 0 predicado é recursivo, como
podemos demonstrar a partir de Turing (1936-7, Apéndice, cf. reimpressdo de 1965) e
de Church (1936, Teoremas XVI-XVII, cf. reimpressdo de 1965); e que, analogamente,
existe uma maquina de Turing que calcula um predicado parcial P (claro que somente
para 0s casos em que P esta definido) se, e somente se, o predicado P é recursivo parci-
al.

Consideremos, entdo, as seguintes definicdes e o resultado obtido por Kleene
(1965, p. 271).

Seja P(Xy, ..., Xn) um predicado que pode ndo estar definido para todas
as n-uplas de nimeros naturais, no seu argumento. Pelo completamen-
to de P entendemos um predicado Q tal que, se P(xy, ..., X,) esta defi-
nido, entdo Q(Xy, ..., Xn) estd definido e tem o0 mesmo valor, e se P(xy,
..., Xn) Ndo é definido, entdo Q(xy, ..., X,) esta definido. Em particular,
ao completamento P*(x, ..., X,) que é falso quando P(xq, ..., X,) é inde-
finido, e ao completamento P (xy, ..., X,) que é verdadeiro quando P(xi,
..., Xn) € indefinido, chamamos, respectivamente, de completamento
positivo e completamento negativo de P(xy, ..., X,). (Em P e P*, a ‘par-
te positiva’ coincide; em P e P°, a “parte negativa’ coincide.)

TEOREMA VI. O completamento positivo P*(xy, ..., X,) de um predi-
cado recursivo parcial P(Xy, ..., Xn) € expressavel na forma (Ey)R(xy, ...,
Xn, ¥) Na qual R € uma relacdo recursiva primitiva; e conversamente,
qualquer predicado expressavel na forma (Ey)R(Xy, ..., X,, ¥) na qual R
é recursiva geral é o completamento positivo P*(xy, ..., X,) de um pre-
dicado recursivo parcial P(xy, ..., X).

A partir dessas definigdes e resultados, podemos mostrar que, se existe um pre-
dicado recursivo parcial (ou equivalentemente um algoritmo executavel por uma ma-
quina de Turing) que desempenha o papel de v, i.e., da capacidade humana de reconhe-
cimento de verdades da aritmética de primeira ordem, entdo existe uma teoria axiomati-
ca T de primeira ordem tal que y(A) se, e somente se, A é teorema de T. Ou seja, po-
demos mostrar o que segue.

Asserc¢do. Se y é recursivo parcial, entdo existe uma teoria T axiomatica de
primeira ordem dos numeros naturais, tal que: y(A) se, e somente se, A é teoremade T.

Com efeito, denotando por [A] o nimero de Godel da formula A, temos, pelo te-
orema acima, que existe um predicado recursivo geral R tal que y'(JA]) se, e somente
se, EyR([A], y), e, portanto, y(A) € verdadeiro se, e somente se, EyR([A], ¥). Seja T a
teoria cujos axiomas sdo as formulas de primeira ordem da forma AA(X= X;), tal que
R([A], i). Primeiramente, T é uma teoria de primeira ordem, ja que tem apenas formulas
da linguagem aritmética de primeira ordem e T é axiomatica, pois existe um procedi-

a uma nocao intuitiva.



mento recursivo para reconhecer os axiomas de T. Além disso, temos que, se y(A),
entdo existe i tal que AA(Xi= X;) é axioma de T e, assim, pela Regra de Inferéncia de
Simplificacdo, temos que A é teorema de T. Logo, se y(A), entdo A é teorema de T.
Por outro lado, se A é teorema de T, entdo A pode ser obtida por regras de inferéncias
l0gicas a partir dos axiomas de T, ou seja, de formulas A; tais que y(A;). Ora, mas se
supde que a capacidade de reconhecimento de formulas de L € tal que: se A é uma for-
mula que segue por regras de inferéncia I6gica de formulas que podem ser identificadas
como verdadeiras, entdo a propria formula A pode ser identificada como verdadeira, ou
seja, y(A); portanto, temos que, se A ¢ teorema de T, entdo y(A). Concluimos, entdo,
que se y é recursivo parcial, entdo existe uma teoria T axiomatica de primeira ordem
sobre 0s numeros naturais tal que: y(A) se, e somente se, A é teoremade T.
Da assercdo acima e da Consequiéncia 1, temos imediatamente que:

Conseqiiéncia 2 do Principio de Godel-Auto-Superacio. y ndo é recursivo
parcial e, portanto, ndo existe algoritmo executavel por uma maquina de Turing que
simule completamente a capacidade humana de reconhecimento da veracidade de for-
mulas aritméticas de primeira ordem.

Assim, certamente, pelo que foi exposto acima, as maquinas de Turing ndo po-
dem satisfazer o Principio de Godel-Auto-Superacéo. E esse principio que, se atribuido
aos seres humanos, e parece poder necessariamente ser atribuido ja que foram os seres
humanos que o descobriram pela analise de seu proprio pensar, leva a considerar que
mentes ndo sdo apenas e tdo somente maquinas de Turing.

4. CONCLUSAO

...minds cannot be explained as machines.’
John R. Lucas (1961, p.1)

Os resultados obtidos nas se¢Bes anteriores mostram entdo que, devido ao Prin-
cipio de Godel-Auto-Superacdo, que foi estabelecido em relacdo & capacidade humana
de identificacdo da verdade de férmulas da aritmética de primeira ordem, a partir de
uma analise epistemolodgica e metamatematica do Primeiro Teorema da Incompletude
de Gddel, pudemos mostrar que ndo existe uma teoria de primeira ordem sobre numeros
naturais que seja completa em relacéo a referida capacidade e que ndo existe algoritmo
ou maquina de Turing que simule completamente tal capacidade.

Tais resultados sdo importantes ndo apenas do ponto de vista epistemolégico e
metodologico, como avaliado aqui, mas também tém importantes implicaces ontoldgi-
cas que ndo serdo analisadas aqui (cf., e.g., Lucas, 1961, que conclui que o “Mecani-
cismo ¢é falso”). Tais implicagcdes, bem como a consideracdo de como se pode estender
esse resultado de incompletude para teorias formais que sejam extensdes de teorias de
primeira ordem, serdo desenvolvidas em trabalhos posteriores.
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